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On generically 
dependent bar frameworks 
in space 
Abstract 
graph G is an n-generic circuit for bar frameworks in 
M-space if in a generic realization of G as a bar frame- 
work in n-space, the deletion of any one edge (or 
bar) does not increase the degree of freedom (dimension of 
space of infinitesimally flexes) while the deletion of any two 
does. In this paper we describe several general methods of 
constructing 3-generic circuits. Using these general construc- 
tions, a host of examples of 3g-circuits are found. 
1. Introduction 
n recent years there has been an upsurge of interest 
among mathematicians and engineers in problems of 
rigidity of spatial structures ([7] and reference thereof). 
In this article we shall concentrate on what is called a ‘bar 
framework’: which roughly speaking is a structure consisting 
of a set of rigid bars articulated by flexible (ball, or universal) 
joints. Such a structure is canonically associated with a graph 
with joints corresponding to vertices and bars to edges. It is 
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n graphe G est un circuit n-generique pour des char- 
pentes de barres dans un espace ndimensionnel si, 
dans une realisation generique de G en une char- 
pente de barres dans l’espace ndimensionnel, le retrait d’une 
seule arete (ou barre) n’accroit pas le degre de liberte (la di- 
mension de l’espace des mouvements infinitesimaux), alors 
que le retrait de deux aretes arbitraires l’accroit . Dans cet 
article, on d&it plusieurs methodes g&&ales de construc- 
tion de circuits 3-generiques. En utilisant ces constructions 
g&r&ales, on decouvre une foule d’exemples de 3g-circuits. 
1. Introduction 
es demieres annees ont vu apparaitre un regain 
d’interet parmi les mathematiciens et les ingenieurs 
envers les problemes de rigidite des structures spatia- 
les ([7] et la bibliographie qu’on y trouve). Dans cet article, on 
se concentrera particulierement sur ce que l’on appelle une 
(( charpente de barres )) ; c’est, grossierement, une structure 
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not hard to see that if a framework with u joints is rigid in 
space (the plane), then it must have at least 3~ - 6 (27~ - 3) 
bars. One of the recent achievements is the result of Laman 
[4] which characterizes all graphs that can be realized as rigid 
bar and joint frameworks in the plane. Considerable efforts 
have been made by various people to extend Laman’s theo- 
rem to 3 dimensions with no success. 
In this paper we look at the problem from another angle. 
A framework is dependent if the removal of a bar does not 
alter its rigidity or mobility. A circuit is a minimal dependent 
set. If all the circuits can be found, then the problem is 
solved. For a structure with v joints and 3~ - 6 bars is rigid in 
space if and only if it does not contain any circuits. 
We propose several ways in which circuits in space can be 
constructed and obtain many examples. Even though a com- 
plete set has not been found, it is hoped that these examples 
can be used to formulate and test new conjectures. 
This paper is organized as follows. In Section 2 we discuss 
the statics and motions of a framework in M-space and state 
results which are needed. 
In Section 3 a list of small circuits are presented and some 
known results discussed. 
Our main general results are in section 4. Here we present 
several general methods of constructing new circuits from old. 
In Section 5 we construct some concrete examples using 
results in 4. 
Many of the constructions have analogues in n-dimensions. 
We shall present these results in a sequel. 
Some of the materials are drawn from the author’s PhD 
thesis written under the supervision of Prof. H. Crapo. The 
author would like to thank Prof. Crapo, Prof. Janos Baracs 
and Prof. Walter Whiteley for their interest and encourage- 
ment during the preparation of this paper. 
2. Statics and Motions 
Mathematicians have recently presented the statics for bar 
frameworks in several forms, both Euclidean [7] and projec- 
tive [3]. We will present a summary of the relevant defini- 
tions and techniques needed for this paper. Details can be 
found in my & Whiteley [6]. 
A bar fiarnework in n-space is a graph G= (YE), with v 
vertices and e edges, and a mapping P: V+ Rn such that 
P(a) #P(b) if ab E E. 
As a convention, we write the framework as F= (G,P). As a 
formee d’un ensemble de barres rigides articulees autour de 
joints (universels, a rotule) flexibles. On associe de faGon cano- 
nique une structure de ce type a un graphe dans lequel les 
joints correspondent aux sommets et les barres aux a&es. On 
remarque aisement que si une charpente sur s sommets est 
rigide dans l’espace (le plan), alors elle doit comporter au 
moins 3s - 6 (2s - 3) barres. Le resultat de Laman [4] constitue 
l’une des realisations recentes; on y trouve une caracterisa- 
tion de tous les graphes qu’on peut realiser en tant que char- 
pentes rigides de barres et de joints dans le plan. De conside- 
rables efforts ont ete men& sans succes par differentes per- 
sonnes afin d’etendre le theoreme de Laman a 3 dimensions. 
On abordera ici ce probleme d’un autre angle. Une char- 
pente est dependante si le retrait d’une barre n’altere pas sa 
rigidite ou sa mobilite. Un circuit est un ensemble dependant 
minimal. Si on peut trouver tous les circuits, le probleme et 
alors resolu. Car une structure sur s sommets et 3s- 6 barres 
est rigide dans l’espace si et seulement si elle ne contient 
aucun circuit. 
On propose plusieurs faqons de construire des circuits 
dans l’espace et d’obtenir plusieurs exemples. Meme si on n’a 
pas trouve un ensemble complet, on peut esperer que ces 
exemples puissent etre utiles a la formulation et a la mise a 
l’epreuve de nouvelles conjectures. 
Cet article est construit comme suit. A la section 2, on 
presente les notions de statique et de mouvement d’une 
charpente dans un espace ndimensionnel et on enonce les 
resultats necessaires. 
On dresse, a la section 3, une liste de petits circuits et on 
presente quelques resultats connus. 
Nos principaux resultats se trouvent a la section 4. On y 
presente plusieurs methodes generales de construction de 
nouveaux circuits a partir des anciens. 
A la section 5, on construit quelques exemples concrets en 
utilisant les resultats de la section 4. 
Un grand nombre de ces constructions possedent des ana- 
logues dans les espaces ndimensionnels. Nous presenterons 
ces resultats dans un article ulterieur. 
Une partie du materiel est tire de la these de doctorat de 
l’auteur redigee sous la supervision du professeur H. Crapo. 
L’auteur tient a remercier les professeurs Crapo, Janos Baracs 
et Walter Whiteley pour Pint&et et les encouragements qu’ils 
ont porte a la preparation de cet article. 
convenient abuse of notation, we will write the joints P(i) as 
pi, and sometimes as i, when the framework is clear. In a 
framework we also speak of the bar i!j or pipj. 
The rigidity matrix for a framework in n-space R(G,P) is 
an e by nv matrix, with n columns for each vertex, and a row 
for each edge. For an edge iji, the row is 
L,=(O, . . . IPi-Pj P ‘1 *** F oFPj-PiI O, “’ ) O) 
with the n vector ~3, - Pj in the n columns for vertex i, Pj - pi in 
the columns for j and zero elsewhere. 
We will see that this matrix embodies both the statics and 
the infinitesimal mechanics of the framework. 
An equilibrium load on a framework F= (G,P) is an as- 
signment L = (L1,. . . ,L,) E ([w”)” to the vertices such that 
(i) C Li = 0 (sum over all vertices), and 
(ii) for each pair of indices 1 I h, k 5 n, 
C [(Li)h @r)k - (Li),C@,),] = 0 (sum over all vertices) 
where (x), denotes the Ph component of the vector X. 
Condition (ii) ensures that an equilibrium load does not 
produce a turning moment on F These n(n + I)/2 equilib- 
rium equations are satisfied by all loads L,, +E E, and by the 
corresponding loads L,, , even when st 4 E. 
A resolution of the load L by the framework is an assign- 
ment of scalars h, to the edges such that C h, L, + L = 0. 
A bar framework in n-space is staticaIly rigid (or just 
rigid) if every equilibrium load in n-space has a resolution. 
We offer the following characterization theorem [7]. 
Proposition 2.1 A bar framework is statically rigid in n-space 
if(i) for each pair of joints s and t the load L,, is resolved, and 
(ii) either the joints span n-space (in an affine sense) or there 
are exactly ?C + 1 joints spanning a kdimensional affine sub 
space. 
It follows from linear algebra that a framework with v 
(2 n) joints is statically rigid in n-space if and only if the rigid- 
ity matrix has rank nv- n(n + 912. And it is isostatic, i.e. 
minimally rigid, if it has nv - n(n + l)/2 bars and the rows of 
its rigidity matrix are independent. 
Thus we say a framework F is independent (dependent) 
if the rows of its rigidity matrix are independent (dependent). 
F is a circuit if the rows form a minimally dependent set. For 
a dependent framework, a dependence h is an assignment 
of a scalar h, (not all zero) to each edge z/ such that 
C h, L, = 0 (sum over all edges). 
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2. Statique et mouvements 
Les mathematiciens ont recemment presente la statique des 
charpentes de barres sous differentes formes, a la fois eucli- 
dienne [7] et projective [3]. Nous presenterons ici un resume 
des definitions pertinentes ainsi que des techniques neces- 
saires a la lecture de cet article. On trouvera les details dans 
Particle de Y&y et Whiteley [6]. 
Une charpente de barxx dans un espace n-dimension- 
nel est un graphe G = (X,A), possedant s sommets et a a&es, 
et une application P: X+ R” telle que P(a)#p(b) si ab E A. 
Nous conviendrons, par convention, de designer la char- 
pente par C = (G,P). Un abus de notation commode nous per- 
mettra de designer les sommets P(i) par pi, et patiois, lorsque 
la charpente est bien identifiee, par i. Dans une charpente, 
nous parlerons aussi de la barre 21 ou de PiPj. 
La matice de rigiditi d’une charpente dans un espace 
ndimensionnel, R(G,P), est une matrice de format a x MS, 
possedant n colonnes pour chaque sommet, et une ligne 
pour chaque arete. Pour une arete 2/, la ligne est 
L,=(O, . . . 
IPi-pjl OF l ** t olP~-pil O, *‘- P O) 
ou le vecteur n-dimensionnel pi - Pj se situe dans les n colon- 
nes du sommet i, Pj -pi se situe dans les colonnes de j, et les 
autres colonnes sont occupees par des zeros. 
Nous verrons que cette matrice renferme a la fois la sta- 
tique et la mecanique infinitesimale de la charpente. 
Une charge dPkquiliibre sur la charpente C= (G,P) est une 
affectation L = (L1,. . . ,L,) E (W)s aux sommets de telle sorte que 
(i) C Li = 0 (somme sur tous les sommets), et 
(ii) pour chaque paire d’indices 1 I h, k I n, 
C [ (Li)~ ~~)k- (Li)]c@i)l,] = 0 (somme sur tOUS les sommets) 
ou (x)~ designe la Keme composante du vecteur X. 
La condition (ii) garantit que la charge d’equilibre ne pro- 
duit pas un moment de rotation sur C. Ces n(n -+ 1)/2 equa- 
tions d’equilibre sont satisfaites par toutes les charges L,, in’ E 
A, et par les charges correspondantes Lst , meme quand st 4 A. 
Une rholution de la charge L par la charpente est une 
affectation de scalaires h, aux aretes telle que C~~Lij + L = 0. 
Une charpente de barres dans un espace a T-L dimensions 
est statiquement rigide (ou simplement rigide) si toute 
charge d’equilibre dans l’espace a n dimensions possede une 
resolution. 
Voici un theoreme de caracterisation [7]. 
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This is equivalent to: For all i E V(G), 
Chi,eczO, 
where the summation is over all edges ix of G. 
If the framework is a circuit, the scalars are all non-zero 
and the dependence is unique up to multiplication by a scalar. 
A set of edges is a cut set if its removal disconnects the 
graph into several components. Crap0 & Whiteley [3] prove 
the following result. 
III Proposition 2.2 Suppose (ai bi} is a cutset of a framework F 
in n-space with all the ai in one component and all the pi in 
other components Of F-{Gli bi}. If F has a dependence h, then 
Ch,aibi=O. 
For any framework in n-space, we can consider the loads 
L,, for some pair of vertices which are resolved. If L,, is re- 
solved and st 4 E we say that st is an implicit bar of the 
framework. 
In terms of linear algebra, there is a set S of edges such 
that L,, = C h, Lij with h, # 0, sum over S. We say st is generated 
by S. If we add the bar st we will not change the space of re- 
solvable equilibrium loads but we will make the framework 
dependent. Given such a linear dependence, we can delete 
one of the iji, and insert st, without changing any essential 
static properties of the framework. 
q Proposition 2.3 Suppose a framework Fin n-space has an 
implicit bar st: 
L,,=Ch,L, * 
If a framework F* is obtained from F by adding st and remov- 
ing some pq with LPq # 0, then F resolves an equilibrium load 
if and only if F* resolves the load. In particular F and F* share 
the properties of independence, dependence, rigidity, etc. 
An infinitesimal flex of the framework F= (G,P) is an 
assignment of n-verctors to the vertices M = (m, , . . . , m,), the 
velocities, such that for each edge 2/ E E: 
(~~-~j)‘(mi- wzI)=O. * 0 
The equation (*) is the result of differentiating the obvious 
condition 
pi - ~)‘(~i - fl) = constant. 
The set of equations is equivalent to the matrix equation 
R(G,P) xM’ = 0. 
Thus an infinitesimal flex is a column dependence of the 
rigidity matrix. 
There will always be certain trivial infinitesimal flexes- 
IllI Proposition 2.1 Une charpente de barres est statiquement 
rig-ide dans l’espace a n dimensions si (i) pour chaque paire 
de joints s et t, la charge L,, est resolue, et (ii) ou bien les 
joints engendrent l’espace a n dimensions (dans un sens af- 
fine), ou bien il y a exactement k+ 1 joints engendrant un 
sous-espace affine de dimension k. 
L’algebre lineaire nous permet d’affirmer qu’une char- 
pente possedant s (> n) sommets est statiquement rigide 
dans un espace a n dimensions si et seulement si la matrice 
de rigidite est de rang MS - n(n + 1)/2. Elle est isostatique, 
c’est-a-dire, rigide et minimale, si elle est possede 
ns - n(n + I)/2 barres et les lignes de sa mat-rice de rigidite 
sont independantes. 
On affirme ainsi qu’une charpente C est indkpendante 
(dkpendante) si les lignes de sa mat-rice de rigidite sont inde- 
pendantes (dependantes). C est un cimuit si les lignes cons- 
tituent un ensemble dependant et minimal. Pour une char- 
pente dependante, une dkpendance h est une affectation 
d’un scalaire h, (non tous nuls) a chaque arete i;i de telle sorte 
clue 
C h, Lij = 0 (somme sur toutes les a&es). 
Ceci est equivalent a : Pour tout i EX(G), 
Chi,~P,=O, , I 
ou la sommation s’effectue sur toutes les a&es ix de G. 
Si la charpente est un circuit, les scalaires sont tous non 
nuls et la dependance est unique a une multiplication par un 
scalaire pres. 
Un ensemble d’aretes est un skpamteur si sa suppression 
rend non connexe le graphe qui se divise alors en plusieurs 
composantes. Crap0 et Whiteley [3] ont demontre le resultat 
suivant. 
II Proposition 2.2 Supposons que {ai bi} soit un separateur 
d’une charpente C dans un espace a n dimensions ou tous les 
a, sont dans une composante et tous les bi se trouvent dans 
les autres composantes de C -{ a, bi}. Si C possede une depen- 
dance h, alors C h, ai b, = 0. 
Pour une charpente quelconque dans un espace a n di- 
mensions, les charges L,, d’une paire de sommets qui sont 
resolues peuvent etre prises en consideration. Si L,, est reso- 
lue, et si st ~zA, st est alors appelee une barxe implicite de la 
charpente. 
En termes d’algebre lineaire, il existe un ensemble E d’a- 
r&es tel que L,, = C h, Lij oti hij# 0, somme sur E. st est alors 
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the translation (m, . . . ,m> for any vector m, and for all I < h < k 
5 n, the rotation Mhk where the velocity at vertex i is: 
mi = (“l***t(P,), l”~‘~~~o~@i)~ ~“~“‘~o)~ 
the vector with only 2 non-zero entries, (~i)lc at the h and (P~)~? 
at the k places. 
These rotations and translations generate the space of 
infinitesimal congruences or trivial congruences. 
A bar framework is infinitesimally rigid if and only if 
every infinitesimal flex is trivial. 
There is a correspondence between these trivial flexes and 
the equilibrium equations of statics. From this observation, 
and the fact that row rank equals column rank in the rigidity 
matrix, we have the following fundamental fact. 
Proposition 2.4 A bar and joint framework in n-space is 
infinitesimally rigid if and only if it is statically rigid. 
The degree of fkedom of a framework is the dimension 
of the space of infinitesimal motions, less the dimension of 
the space of trivial flexes. 
Suppose a non-trivial flex induces a non-trivial relative mo- 
tion between a pair of vertices i and j, we call the relative mo 
tion a ~UCXZ~ Sij . We say that a squeeze Sij induces another 
squeeze Sg if every flex which induces S, also induces Sjlq. 
Proposition 2.5 Suppose F is a circuit and 1/, pq are two bars. 
Then in F- { i;i, pq}, a squeeze S~j induces a unique squeeze SPcl . 
Proof Since the removal of z/ and JJ~ decreases the rank of F 
by I, there is a flex M of F-{ ii, pq} which induces a squeeze 
S, and a squeeze Spq . M together with a basis of motions of F 
is a basis of flexes of F-{ zj, pq}. Therefore every flex that in- 
duces Sij must also induce Spq. Q.E.D. 
A given graph has a set of realization maps P: V+R”. Most 
choices of P give rise to frameworks with the same static 
properties. More exactly, we can choose a set of algebraically 
independent indeterminates (or numbers) over the rationals 
as the coordinates for the vertices and call such a realization 
M-generic (or generic in n-space). 
Suppose (G,P) is an ng-realization (n-generic realization). 
We say that G is rzg-rigid (independent, dependent) if (G,P) 
is rigid (independent, dependent, a circuit). The q-rank 
(nullity, dewe of freedom) of G is the rank (nullity, degree 
of freedom) of (G,P). When we discuss generic properties of 
G, we always assume that G has been realized generically. 
dite engendree par E. Si on ajoute la barre st, on ne modifiera 
pas l’espace des charges d’equilibre resolubles, mais la char- 
pente deviendra dependante. &ant donnee une telle depen- 
dance lineaire, il est possible de supprimer une des 2/, et 
d’ajouter st, sans changer aucune des proprietes statiques 
essentielles de la charpente. 
Proposition 2.3 Soit C, une charpente dans un espace a n 
dimensions, possedant une barre implicite st: 
L,, = C h, L, * 
Si C* est la charpente issue de C par l’ajout de st et la sup 
pression d’une quelconque pq pour laquelle h, # 0, alors C 
r&out une charge d’equilibre si et seulement si C* la r&out 
aussi. En particulier, C et C* partagent les proprietes d’inde- 
pendance, de dependance, de rigidite, etc. 
Un mouvement infhitbsimal d’une charpente C = (G,P) 
est une affectation de vecteurs n-dimensionnels aux som- 
mets M=(ml,..., m,), les vitesses, de telle sorte que pour cha- 
que arete zj E A : 
(pi - ~j)‘(mi - ml) = 0. * 0 
L’equation (*) est le resultat de la differentiation de la con- 
dition evidente : 
(pi - #(& - r?,) = constante. 
L’ensemble des equations est equivalent a Kquation ma- 
tricielle : 
R(G,P) xM’ = 0. 
Ainsi, un mouvement infinitesimal est une dependance 
des colonnes de la matrice de rigidite. 
11 y aura toujours certains mouvements infinitesimaux 
triviaux, tels que les translations (m,. . . ,m) pour un quelcon- 
que vecteur m, et, pour tout 1< h < k I n, les rotations M,, oti 
la vitesse au sommet i est : 
mi = (“~“*~@~)~ l”~“*~o,(P~)~~ ,“,“‘lo)P 
le vecteur ne possedant que deux composantes non nulles, 
(Y3i)k en position h et (~i)l? en position k. 
Ces rotations et translations engendrent l’esp ace des con- 
gruences infinitMmales ou des congruences triviales. 
Une charpente de barres est inhitisimalexnent rigide 
si et seulement si tous ses mouvements infinitksimaux sont 
triviaux. 
I1 y a une correspondance entre ces mouvements triviaux 
et les equations d’equilibre en statique. De cette observation, et 
du fait que le rang des lignes de la matrice de rigidite est egal 
au rang de ses colonnes, on tire le fait fondamental suivant. 
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It is known that if a graph G has a generic property in n- 
space, then the realizations of G in n-space with this property 
form an open dense subset of [w”” [l]. 
I Proposition 2.6 G is ng-rigid (independent) if and only if G is 
realizable as a rigid (independent) framework in n-space. G is 
an ng-circuit, if and only if all realizations of G in n-space are 
dependent and there is a realization which is a circuit. G is 
ng-dependent if and only if all realizations of G in n-space are 
dependent. The ng-rank (vlg-nullity, number of ng-motion) of 
G is the maximum (minimum, minimum) among the rank 
(nullity, number of motion) of all the realizations of G in y1- 
space. YS is an rzg-implicit edge of G if it is implicit in a generic 
realization of G in n-space. 
3. Known Results 
In the plane we have the following theorem due to G. Laman 
PI . 
Proposition 3.1 A graph G with v vertices and 2v - 3 edges is 
2g-rigid if and only if there are at most 2v’- 3 edges in every 
subgraph with V’ vertices. 
Corollary 3.2 A graph with v (2 2) vertices is a 2g-circuit if 
and only if it has 2~ - 2 edges and all subgraphs with u’ (< V) 
vertices have at most 2v’- 3 edges. 
As a consequence 2g-circuits are rigid. The situation in 
3-dimension is different. First of all the natural extension of 
Laman’s result to spatial structures by replacing 27~ - 3 with 
3v - 6 is false. Also 3g-circuits are not necessarily rigid. An 
example for both the cases is given in Figure 1. 
We give a list of all 3g-circuits with up to 7 vertices in 
Figum 2. They are graphs with v vertices and 37~ - 5 edges. 
TIay & Whiteley [6] propose a method for constructing 3g- 
isostatic graphs. The entire program is still a conjecture but the 
following partial result is true. A sequence of graphs G,, G,, . . . , 
G, is a partial Henneberg 3-sequence if G,,, is obtained from 
Gi by deleting a 3-valent vertex or deleting a 4-valent vertex a 
and adding an edge among the neighbours of a. 
Proposition 3.3 Si G,, . . . , G, is a partial Henneberg 3-se- 
quence and G, is 3g-independent, then G, is 3g-independent. 
If G, is a triangle, then G, is 3g-isostatic. 
Using 3.3 we can show that for each graph G in Figure 2, 
G - e, where e is an arbitrary edge, is 3g-isostatic. Thus G is a 
Proposition 2.4 Une charpente de barres et de joints dans 
un espace a M dimensions est infinitesimalement rigide si et 
seulement si elle est statiquement rigide. 
Le de& de lihrtb d’une charpente est la dimension de 
l’espace des mouvements infinitesimaux, moins la dimen- 
sion de l’espace des mouvements triviaux. 
Considerons un mouvement non trivial qui induit un 
mouvement relatif non trivial entre une paire de sommets i 
et j ; on appellera ce mouvement relatif une compassion 
S, . On dira qu’une compression S, induit une autre com- 
pression SPs i tous les mouvements qui induisent Sip indui- 
sent aussi Spq .
Proposition 2.5 Soit C un circuit, et t/ et pq, deux barres. 
Dans C -{I/, ~4)) une compression S, induit alors une unique 
compression Spq .
Demonstration Puisque le retrait de iji et de pq abaisse le rang 
de C de une unite, il existe un mouvement M de C -{ 1/, JT~} 
qui induit une compression S, et une compression SPs . M 
accompagne d’une base des mouvements de C constitue une 
base des mouvements de C -{ zj, JP~}. Ainsi, tout mouvement 
qui induit Sip doit aussi induire SPq . C.Q ED. 
Un graphe donne possede un ensemble d’applications de 
realisations P: X+P. La plupart des choix de P donnent lieu 
a des charpentes possedant les memes proprietes statiques. 
Plus exactement, il est possible de choisir un ensemble de 
variables (ou de nombres) algebriquement independantes 
parmi les rationnels comme coordonnees des sommets ; on 
nomme alors une telle realisation, une realisation n-g&& 
rique (ou generique dans l’espace a n dimensions). 
Soit (G,P) une ng-realisation (realisation n-generique). On 
dira que G est rzg-rigide (ind@end.ant, dependant) si (G,P) 
est rigide (independant, dependant ou un circuit). Le ~g- 
rang (la nullit.6, le degrk de l~&ti) de G est le rang (la 
nullite, le degre de liberte) de (G,P). Lorsqu’on traitera de 
proprietes generiques de G, on assumera toujours que G a ete 
realise de faGon generique. 
I1 est connu que si un graphe G possede une propriete 
generique dans un espace a n dimensions, les realisations de 
G dans l’espace a M dimensions possedant cette propriete 
forment alors un sous-ensemble ouvert dense de BP” [l]. 
Proposition 2.6 G est ng-rigide (independant) si et seule- 
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Figure 1 A 
This is a 3g-circuit which is not rigid. (There 
is a rotation about the hinge ab.) It is also a 
counter example to a direct generalization of 
Laman’s theorem to 3space. 
Ceci est un 3g-circuit qui nest pas rigide. 
@I existe une rotation autour de la charniere 
ab.) II s’agit aussi d’un contre-exemple pour 
une generalisation directe du theoreme de 
Laman a I’espace tridimensionnel. 
Figure 2 V 
All the generic circuits in 3-space with up to 
7 vertices. 
Tous les circuits generiques dans I’espace 
tridimensionnel jusqu’a 7 sommets. 
3g-circuit which is 3g-rigid. 
The graph in Figum 1 has 8 vertices and 3x8- 6 = 18 
edges. But it has one degree of freedom, a rotation about the 
hinge ab. So the graph is 3g-dependent. Using 3.3 we can 
show that the removal of any one edge will yield a 3g-inde- 
pendent graph. Thus this is a 3g-circuit which is not rigid. 
Whiteley [7] in his study of the rigidity of convex spherical 
polyhedra discovered a class of 3g-circuits which are rigid. 
These are 4 connected graphs (in the vertex sense) obtained 
from triangulated 2-spheres by adding one edge. 
4. The main results 
Construction 1 Suppose G, , G,, . . ., G, are graphs each with 
at least 3 vertices. If V(GJ n V(GJ = {a, ,b, } and {a, ,b, > = 
E(G,) n E(G,), G,a,b,G, will denote the graph obtained from 
the union of G, and G, by deleting the edge a,b, . 
Gl’alb,G,(G,a, blG2) will denote the graph obtained from the 
union of G, and G,, with or without 
deleting a, b, (without deleting a, b,). 
G,a,b,G,a,b, . ..G. will denote (. . .((G,a,b,G,)a,b,G,) . . .Gk), 
and 
G,a,b,G,a,b, . ..G. will denote (. . .((Glalblcz>a2b2G3) . . .Gk), 
where each aibi is an edge of G,‘and of 
Gi+l. (See Figunz 3.) 
n 
ment si G est realisable en tant que charpente rigide (inde- 
31 
pendante) dans l’espace a n dimensions. G est un ng-circuit si 
et seulement si toutes les realisations de G dans l’espace a n r 
dimensions sont dependantes et il existe une realisation qui 
est un circuit. G est ng-dependant si et seulement si toutes les 
realisations de G dans l’espace a n dimensions sont depen- 
dantes. Le ng-rang (la ng-nullite, le nombre de ng-mouve- 
ment) de G est le maximum (minimum, minimum) parmi 
les rangs (les nullites, les nombres de mouvements) de toutes 
les realisations de G dans l’espace a n dimensions. YS est une 
arete ng-implicite de G si elle est implicite dans une realisa- 
tion generique de G dans l’espace a n dimensions. 
3. R&wltats connus 
Dans le plan, on a le theoreme suivant. On le doit 5 
G. Laman [4]. 
Proposition 3.1 Un graphe G possedant s sommets et 2s- 3 
a&es est 2g-rigide si et seulement s’il existe au plus 2s’- 3 
a&es dans tout sous-graphe sur s’ sommets. 
Corollaire 3.2 Un graphe possedant s (2 2) sornmets est un 
2g-circuit si et seulement s’il possede 2s - 2 a&es et tous ses 
sous-graphes sur s’ (c s) sommets possedent au plus 2s’- 3 
a&es. 
Consequemment, on a que les 2g-circuits sont rigides. La 
situation est differente dans l’espace tridimensionnel. En pre- 
mier lieu, la generalisation naturelle du resultat de Laman aux 
structures spatiales en remplacant 2s- 3 par 3s- 6 est fausse. 
Aussi, les 3g-circuits ne sont pas nkessairement r&ides. La 
figu~ 1 constitue un exemple qui illustre ces deux cas. 
A la figure 2, on trouvera une liste de tous les 3g-circuits 
possedant jusqu’a 7 sommets. Ce sont des graphes possedant 
s sommets et 3s- 5 a&es. 
L’article de 7%~ et Whiteley [6] propose une methode pour ~ 
la construction de graphes 3g-isostatiques. Lensemble du pro- 
gramme demeure une conjecture mais le resultat partiel sui- 
vant est vrai. Une suite de graphes G, , G,, . . . , Gn est une 3-suite 
partielle de Henneberg si Gi+ 1 s’obtient de Gi par la suppres- 
sion d’un sommet de degre 3 ou par la suppression d’un som- 
met a, de degre 4, et l’ajout d’une arete sur les voisins de a. 
Proposition 3.3 Si G,, . . . , G, est une 3-suite partielle de 
Henneberg et G, est 3g-independant, alors G, est 3g-indepen- I 
dant. Si G, est un triangle, alors G, est 3g-isostatique. 
On generically 
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a1 
@I 
G, b1 
a,= a2 
b,= b, 
Ga,W* 
a, 
b2 G 2 
a,= a2 
b,= b, 
m4w2 
Figure 3 
G,a,b,G,= G,a,b,G,= G,a,b,G, 
Figure 4 
A 3g-circuit with 8 degrees of freedom. 
Un 3g-circuit possedant 8 degrits de libertk 
Theorem 4.1 Let G = G&G,. We have the following: 
(i) If G, and G, are 3g-circuits, then G is 3gdependent. 
(ii) If G is a 3g-circuit then G, and G, are 3gdependent. 
(iii) G is a 3g-circuit if and only if both G, and G, are 
3g-circuits. 
Proof (i) Realize G so that both G, and G, are 3-circuits, with 
dependences h and p respectively such that h,, = -pNI). Then 
clearly h and p will combine to give a dependence for G. 
(ii) Realize G as a 3-circuit with dependence k. Then(by 2.2) 
where the summation is over all edges CIX and by in G,, be- 
cause all such edges form a cut-set. Hence c ~,,CIK is a vector 
parallel to ab. Define pl117 so that CL,,&J = c h,, by and F,~~ = hxxY 
for the other edges xy of G,. Then p is a dependence for G,. 
Thus G, is 3g-dependent. Similarly G, is 3gdependent. 
(iii) Suppose G is a 3g-circuit. Then G, and G, are 3gdepen- 
dent. Let H, and HZ be circuits in G, and G, respectively. 
Then both of them must contain ab and H,abH, is 3g-depen- 
dent. Therefore H, and HZ must be G, and G, respectively. 
Conversely suppose G, and G, are 3g-circuits Then 
G,abG, is 3g-dependent. A circuit in G,abG, must be of the 
form H,abH,. Hence H, and HZ are 3gdependent. Thus H, 
and HZ must be G, and G, respectively. Q.E.D. 
Corollary If G,abG, is a 3g-circuit, then ab is not an edge. 
Usually we call ab a hinge because if each G, is rigid, the 
only non-trivial flex of G,abG, is rotation about the hinge ab. 
Thus if G, and G, are both K,, the complete graph on 5 verti- 
ces, G,abG, is a 3g-circuit with a non-trivial flex. This is differ- 
ent from the 2-dimensional case where 2g-circuits are always 
rigid. By repeated application of the above result, it is possi- 
ble to obtain 3g-circuits with a large number of degrees of 
freedom (Figure 4). Its degree of freedom can be calculated 
easily. 
Proposition 4.2 Suppose G = (. . .((G,a, b, G,)a,b,G,) . . .Gk) is a 
circuit. If the degree of freedom of each G, is m,, then the 
degree of freedom of G is 
5 m, + (k-l). 
i=l 
Construction 2 There are some other constructions which are 
more interesting. Let G = G,a,b,G,. . .G,+ 1, k 2 2. Suppose 
(a,A} # {lw} E v(q), (a,,b,} # (Y,s> E V(%+,), andNp 
NY = 0 = N, n N, , where N, denotes the set of vertices of G that 
En utilisant 3.3, on peut montrer que pour chaque graphe 
G de la figure 2, G - e, ou e est une arete arbitraire, est 3g- 
isostatique. Ainsi G est un 3g-circuit qui est 3g-rigide. 
Le graphe de la figure 1 possede 8 sommets et 3x8-6 = 
18 a&es. I1 possede toutefois un degre de liberte, une rota- 
tion autour de la charniere ab. Le graphe est ainsi 3gdepen- 
dant. En utilisant 3.3, on peut montrer que la suppression de 
n’importe quelle arete menera a un graphe 3g-independant. 
I1 s’agit done d’un 3g-circuit qui nest pas rigide. 
Dans son etude sur la rigidite des polyedres spheriques 
convexes, Whiteley [7] a decouvert une classe de 3g-circuits 
qui sont rigides. Ce sont 4 graphes connexes (relativement 
aux sommets) obtenus par l’ajout dune arete a des 2- 
spheres triangulees. 
4. Les r&ultats principaux 
Construction 1 Soient G,, G,, . . ., Gk des graphes possedant 
chacun au moins trois sommets. Si X(G,) n X(GJ = {a, ,b, } et 
{%b,} =WJ *w,), on designera par Glalb,G2 le graphe 
obtenu de l’union de G, et G, en supprimant l’arete a$,. 
G,a,b,G,(G,a,b,G,) designera le graphe obtenu de l’union 
de G, et G, en supprimant ou non a$, 
(en ne supprimant pas a,b,). 
G,a,b,G,a,b, . . .G, designera (. . .((GlalblGZ)a2bZG3) . . .GJ, 
et 
G,a,b,G,a,b, . . .G, designera (. . .((GlalblG2)a2b2G3) . . .GJ, 
ou chaque aibl est une arete de G, et de 
G,+l. (Voir figure 3.) 
Theo&me 4.1 Soit G = G,abG, . On a les resultats suivants : 
(i) Si G, et G, sont des 3g-circuits, alors G est 3gdependant. 
(ii) Si G est un 3g-circuit, alors G, et G, sont 3g-dependants. 
(iii) G est un 3g-circuit si et seulement si G, et G, sont tous 
deux des 3g-circuits. 
Demonstration (i) On construit une realisation de G de telle 
sorte que G, et G, soient tous deux des 3-circuits, de depen- 
dances h et 1-1, respectivement, telles que ?Q = -pub. Alors k et 
1-1 se combinent de faGon evidente pour former une depen- 
dance de G. 
(ii) On construit une realisation de G comme 3-circuit de 
dependance k. Alors (par 2.2) 
ou les sommes s’effectuent sur toutes les a&es CIX et by de 
G,, parce que toutes ses a&es forment un separateur. Ainsi, 
are adjascent with X. The symbols GPq,m , Gi,, , GPY/,,~  GPq,, , 
Gg,, will denote graphs obtained from G by identifyingp 
with Y and 4 with s, where a bar above pq (or ys> indicates that 
pq (or vs> is an edge of G while the absence of a bar indicates 
that pq (or rs) is not an edge of G, and a bar above G means 
that the identified edge is retained while the absence of a bar 
means that the edge is deleted. Moreover, ifp 4 {u,, b,) and 
r 4 {a,, bk} then G,,, will denote the graph obtained from G by 
identifyingp with y. (See Figum 5.) 
We shall also adopt the following notation. The number 
of vertices, edges, the 3g-degree of freedom, 3g-nullity, and 
3g-rank of G will be denoted by v, e, m, M, and Y respectively; 
while those of GPq,rs , G,,, , Gpq,,, , Gt3s/ ;i , G;,., and G,.,, will 
be denoted by the same letters with subscripts I, 2,3,4, 5 
and 6 respectively. Also t,=m - mi, i= 1,2 ,..., 6. 
Proposition4.3 n,=n+6-tl, n,=n+6-t,, n,=n+5-t,, 
n,=n+5-t,,n5=n+4-t5 and M,=TZ+ 3-t,. 
Proof n,=e,-r,=e,-(3v,-6-m,)=e-3v+6+6+m-t,= 
M + 6 - t, . The rest can be demonstrated similarly. QE.D. 
Proposition 4.4 Let G = G,a,b,G, . . .G, be a 3g-circuit. Then 
Gpqh-s 1 --pqhs 1 G- G~,K and G,/, are 3gdependent whenever they , 
are defined. 
Proof We shall prove the result for Gp,,, the rest being similar 
are omitted. Let P be any realization of GP,,- . Since G is a 3g- 
circuit, (G,P) is 3dependent with dependence 3L. Then A is a 
dependence for (G,,,,P). Hence GP,y is 3gdependent. Q.E.D. 
Ill Proposition 4.5 t, < 6, t2 < 6, t4 5 5, ts I 3. 
Proof In view of the previous proposition, we may assume 
that G is 3g-independent. Then m, = 3v4 - 6 - r4 = 3(v - 2) - 
6-q 2 3v-12-e,=3v-12-e+1=(3v-6-e)-5=m-5. 
The other results can be shown similarly. Q.E.D. 
8 Proposition 4.6 Suppose G = G,a,b, G, . . .G, is a 3g-circuit and 
pq (# a$,) and rs (# a&& are edges of G, and G, respec- 
tively. Then pq is a 3g-implicit edge of Gi,, . 
Proof Let P be a realization of GE,, . Then (G,P) is 3gde- 
pendent with dependence h. If hp4 # -h, , then 3L induces a 
dependence h for GE,, with & = & + h, # 0. Thus ~4 is an 
implicit edge of (GE,, ,P). 
If & = -h,, then one can keep kPq fixed and change the 
value of h, by changing the position of either a, or b,. Thus 
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c h,a~ est un vecteur parallele a ab. Definissons pab de telle 
sorte que I.L,& = C h, @ et pX9 = h, pour les autres a&es xy 
de G,. 1 est alors une dependance de G,. G, est ainsi 3g- 
dependant. De facon similaire, G, est 3gdependant. 
(iii) Supposons que G soit un 3g-circuit. G, et G, sont alors 
3g-dependants. Soient 29, et Hz des circuits de G, et G,, res- 
pectivement. 11s doivent alors tous deux contenir ab, et 
H,abH, est 3g-dependant. Ainsi, H, et Hz doivent etre G, et G, 
respectivement. 
Pour la reciproque, supposons que G, et G, soient des 3g- 
circuits. Alors, GlubG2 est 3gdependant. Un circuit de G,abG, 
doit etre de la forme H,abH,. Done, H, et H, sont 3gdepen- 
dants Et ainsi, H, et Hz doivent etre G, et G, respectivement. 
C.Q.F.D. 
Corollaire Si G,abG, est un 3g-circuit, alors ab n’est pas une 
a&e. 
Habituellement, on dira de ab que c’est une charni&re car 
si chaque Gi est rigide, le seul mouvement non trivial de 
G@G, est une rotation autour de la chamiere ab. Ainsi, si G, 
et G, sont tous deux K,, le graphe complet sur 5 sommets, 
G,abG, est un 3g-circuit possedant un mouvement non tri- 
vial. Ceci differe du cas bidimensionnel ou les 2g-circuits sont 
toujours rigides. Par une application rep&e du resultat pre- 
cedent, il est possible d’obtenir des 3g-circuits possedant un 
grand nombre de degres de liberte (figure 4). On peut facile- 
ment calculer leur degre de liberte. 
Proposition 4.2 Soit G = (. . .((G,a,b,G,)a,b,G,) . . .Gk) un cir- 
cuit. Si le degre de liberte de chaque Gi est mi , alors le degre 
de liberte de G est 
2 lXi + (k-l). 
i=l 
Construction 2 11 existe quelques autres constructions qui sont -- 
plus interessantes. Soit G = G,a, b, G,. . . G,, 1 , j? 2 2. Supposons 
que (a,,h} # {lw} E W,), {%4c} # (v} E X(G,+,)r eqJn 
NY = 0 = Nq n N, , ou NX represente l’ensemble des sommets de 
G qui sont adjacents a X. Les symboles Gw/, , G;,, , G+s , 
GE,, , G+ designeront les graphes obtenus de G en identi- 
fiant p avec Y et 4 avec s, ou une barre audessus de pq (ou rs) 
indique que pq (ou rs) est une arete de G tandis que l’absence 
de cette barre signifie que pq (ou rs) nest pas une arete de G ; 
une barre au-dessus de G signifie que l’arete identifiee est 
retenue, tandis que l’absence de barre indique que l’arete est 
supprimee. De plus, si p 4 {a,, b, } et Y 4 (ak, bk}, alors GP,I 
3 
I 
6 
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in a generic realization of GPq/;; , JXJ is implicit and the proof is 
complete. Q.E.D. 
We are now ready to present the main results. 
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designera le graphe obtenu de G par l’identification de p et y. 
(Voir figure 5.) 
On adoptera egalement les notations suivantes. On desi- 
gnera respectivement le nombre de sommets, le nombre 
d’aretes, le 3gdegre de liberte, la 3g-nullite et le 3g-rang de G 
par s, a, m, n et Y respectivement ; les valeurs correspondan- 
tes de Gpq/, ! G,/rs 1 GP~/~~ , G,,, , G;,,I~ et G,/, seront notees 
par les memes lettres indides’par 1, 2, 3, 4, 5 et 6 respective- 
ment. Aussi, fi=m - mi, i=1,2 ,..., 6. 
Proposition4.3 n,=n+6-t,, n,=n+6-t,, n,=n+5-t3, 
n,=n+5 - t4, n,=n+4 - t, et ne=n+ 3 - ts. 
Demonstration n,=a,-v,=a,-(3s,-6-m,)=a-3s+6+6+ 
m-t,= n + 6 - t, . La suite peut etre demontree de faGon simi- 
laire. C.Q.F.D. 
PrOpOSitiOn 4.4 Soit G = Glal&G2 . . . Gk un 3g-circuit. Al013 
G Pq,vs , G;I, , Giq,, et GP,y sont 3g-dependants s’ils sont definis. 
Demonstration On demontrera le resultat pour GP,,,, et on 
omettra la suite de la demonstration, qui est similaire. Soit 
P une realisation arbitraire de GP+ Puisque G est un 3g-cir- 
cuit, (G,P) est 3-dependant de dependance ?L. 3L est alors une 
dependance de (GP,,,P). GPi, est done 3g-dependant. CQED. 
Proposition 4.5 t, 5 6, t2 5 6, t4 < 5, t6 2 3. 
Demonstration &ant donne la proposition precedente, on 
peut supposer que G est 3g-independant. Alors, m, = 3s, - 
6-y4= 3(s - 2) - 6 - r4 2 3s - 12-a,=3s-12-a+l= 
(3s - 6 - a) - 5 = m - 5. On peut demontrer de faGon similaire 
les autres resultats. C.Q ED. 
l l 
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Theorem 4.7 Let G = GI~~bl G, . . .Gk be a 3g-circuit with m 3g 
degrees of freedom, where {p,q} c V(GJ, { y;s} c V(Gk) and 
NP n N, = 0 = Ns (I NY. Then denoting 3gdegree of freedom by 
df 
‘0 G i Pq,vs is a 3g-circuit if its df is m - 6. (See Figum 14) 
(ii) G;G,~ is a 3g-circuit if its df is m - 6. (See Fig-urn 15) 
(iii) GG,~ is a 3g-dependent if its df is m - 5. 
(See Figure 16) 
(iv) GG,, is a 3g-circuit if its df is m - 5. (See F’igum 8) 
09 qG/, is a 3g-dependent if its df is m - 4. 
(See Figum lla and 12) 
Pi> G,/r is a 3g-circuit if its df is m - 3. (See Figure 13) 
Proof By 4.3 it is clear that all the 6 graphs have 3g-nullity 1. 
Also if q is an edge which is different from JJ~ and YS, then 
xxY f: 0, where h is the unique dependence of G. Thus g is a 
3g-implicit edge of H - ~ZJ, where H denotes the graphs in (i), 
(ii), (iv) or (vi). The same reasoning also shows that ~4 is a 
3g-implicit edge of Gg,, - pq. Finally, by 4.6 pq is a 3g-im- 
plicit edge of Gi,g - ~4. Hence G,/, , Gz,, , G,,,, and GP,v < / L 
are 3g-circuits. QE.D. 
We conjecture that the graphs in cases (iii) and (v) are also 
3g-circuits and in the next section we investigate 3 specific 
examples. We also have a “converse!’ 
Theorem 4.8 Let G = G,a,b, G, . . .G, be a graph with df = m. 
(i> suppose Q3 is a 3g-circuit. Then G is 3g-independent 
if df of GP4/yF < is m - 5. And G has 3g-nullity 1 if df of G,,, is 
m-6. 
(ii) Suppose G,,,, is a 3g-circuit. Then G is 3g-independent 
if df of G,,, is m - 5. And G is a 3g-circuit if df of G,,, is m - 6. 
(iii) Suppose GE,, is a 3g-circuit. Then G is 3g-independ- 
ent if df of Gi,w is m - 4. And G has 3g-nullity 1 if df of GE,~~ is 
m-5. 
(iv) Suppose G+; is a 3g-circuit. Then G is 3g-independ- 
entifdfofG,,ism-4AndoneofG-pq,G-vsisa3g- 
circuit if df of G,,, is m - 5. 
(v) Suppose Gg,, is a 3g-circuit. Then G is 3g-independ- 
ent if df of G;,, is m - 3. And G has 3g-nullity 1 if df of Giq,, 
is m-4. 
(vi) Suppose GP,y is a 3g-circuit. Then G is 3g-independent 
if df of GP,r is m - 2. And G is a 3g-circuit if df of GP,I is m - 3. 
Proof Most of the results follow trivially from 4.3. The non- 
trivial parts are the following. Second part of (ii): From 4.3, 
Proposition 4.6 Soit G = G&I~G~ . . .Gk un 3g-circuit, et pq 
(# a&,) et YS (# ak&), des aretes de G, et Gk respective- 
ment. Alors, JIM est une arete 3g-implicite de G,,,, . 
D6monstration Soit P une 3-realisation de G,,, . (G,P) est 
alors 3g-dependant de dependance h. Si kPq + -h, , alors 3L 
induit une dependance h pour Gi,, ou kPq = & + h, # 0. 
Ainsi, pq est une arete implicite de (G;,, ,P). 
Si hp4 = -h,, alors on peut laisser kPq fixe et modifier la 
valeur de h, en changeant la position de a, ou de b,. Ainsi, 
dans une realisation generique de G;,, , pq est implicite et la 
preuve est completee. C.Q.F.D. 
Nous sommes maintenant p&s pour la presentation des 
result&s principaux. 
Theo&me 4.7 Soit G = G, a, b, G, . . . G, un 3g-circuit possedant 
m 3g-degres de liberte, ou (p,q} c X(G,), { y;s} c X(G,) et 
NP n Nr = 0 = N4 n N, . Alors, si on designe par dl le 3gdegre 
de liberte, 
(9 G,,/, est un 3g-circuit si son dl est egal ZI m - 6. 
(Voir figure 14) 
F> G&-s est un 3g-circuit si son dl est egal 2 m - 6. 
(Voir figure 15) 
ciii> G,,/, est 3gdependant si son dl est egal a m - 5. 
(Voir figure 16) 
w Gj--,, est un 3g-circuit si son dl est egal a m - 5. 
(Voir figure 8) 
(v> G&is est 3g-dependant si son dl est egal a m - 4. 
(Voir figures lla et 12) 
(vi> G,/Y est un 3g-circuit si son dl est egal a m - 3. 
(Voir figure 13) 
Dbmonstration Selon 4.3, il est evident que tous les six graphes 
sont de 3g-nullite 1. Aussi, si ZJ est une arete differente de pq 
et de YS, alors h, # 0, ou h est l’unique dependance de G. 
Ainsi, q est une arete 3gimplicite de H - xy, oil H designe 
l’un des graphes de (i), (ii), (iv) ou (vi) . Par un raisonnement 
semblable, on montre aussi que pq est une a&e 3g-implicite 
de q$, -pq. Finalement, par 4.6, pq est une a&e 3g-impli- 
cite de Gi;,; - pq. On a done que GP4,ys , Gi,, , G,,, et G,/, 
sont des 3g-circuits. C.Q.F.D. 
et 
Nous avaqons la conjecture que les graphes des cas (iii) 
(v) sont egalemen .t des 3g-circuits et, dans la section sui- 
vante, on analysera trois exemples specifiques. Nous avons 
aussi une (( reciproque )). 
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we know that G has 3g-nullity 1. Thus it contains a unique 3g- 
circuit. Suppose there is an edge XJ (#p@ of G which is not in 
this circuit. Then G - XJ is 3gdependent. By 4.4, Gi;,,,s - XJ is 
also 3gdependent. This is impossible. Thus XJ must be in the 
circuit. Also ifpq is not in this circuit. Then G -pq is 3gde- 
pendent. Hence GPq,fY -pq is 3gdependent, a contradiction. 
Therefore G is a 3g-circuit. 
Second part of (iv): Again G has 3g-nullity 1. So G contains 
a unique 3g-circuit. Arguing as in the previous case, every 
edge XZJ of G which is neither pq nor KS must be in this circuit. 
Also this circuit must contain at least one ofpq and YS, other- 
wise G -{pq,us} is 3g-independent and hence G;,; - pq is 
also 3g-dependent. Q.E.D. 
The above theorem indicates that it is possible to obtain 
3g-circuits from 3g-independent graphs. We record that as a 
theorem. 
Theorem 4.9 Suppose G = G,a, b, G, . . . Gk is 3g-independent 
ith df = m. men G,,,, , G,,, , Gi/,% , G,: r; , GE,, ad Gp,,, 
are 3gdependent if they have respectively m - 5, m - 5, 
m - 4, m - 4, m - 3 and m - 2 3g-degrees of freedom. 
Proof The theorem is a trivial consequence of 4.3. Q.E.D. 
Tb conclude this section we present a third construction of 
circuits in the vein of Henneberg method. 
Theorem 4.10 Let G be a rigid 3g-circuit and ab E E(G). Sup 
pose H is the graph obtained from G by deleting the edge ab 
and adding a new vertex 4 which is joined to a, b and any two 
other vertices of G. Then H is also a 3g-circuit. 
Proof Since G satisfies ]E(G)I = 31 V(G)1 - 5, we have IE(H)) = 
3lV(H)I - 5. Thus H is dependent. For anyxy (gab) &T(G), 
G - MJ is independent. By the Henneberg construction (3.3) 
H- MJ is also independent. Also G - ab is independent. Thus 
G - ah + B is independent where B consists of 3 of the four 
edges adjacent to 4. Hence His a 3g-circuit. Q.E.D. 
Note that the condition that G be rigid is essential, other- 
wise H may be independent. The example in Figure 6 illus- 
trates this point. 
5. Generic circuits 
In order to discuss some applications of the general theorems 
in Section 4, we need to define an articulated panel structure 
[3]. Given 2 points a = (aI, aL, a,, a,) and b = (b,, b,, b,, &) in 
projective 3 space, the &extensor ab is the vector 
Non-rigid 
3g-circuit 
w 
3g-circuit 
non rigide 
Figure 6 A 
3g-rigid 
3g-rigide 
Theoreme 4.8 Soit G = G,a, b,G, . . .Gk un graphe ou dl = m. 
(i) Supposons que GPq,,T soit un 3g-circuit. Alors G est 3g- 
independant si le dl de GP,,fi est m - 5. De plus, G est de 3g- 
nullite 1 si le dl de GP4,Vs est m - 6. 
(ii) Supposons que GF~,, soit un 3g-circuit. Alors G est 3g- 
independant si le dl de G17q,,.s e t m - 5. De plus, G est un 3g- 
circuit si le dl de GE/, est m - 6. 
(iii) Supposons que GPq,rs oit un 3g-circuit. Alors G est 3g- 
independant si le dl de Giiys est m - 4. De plus, G est de 3g- 
nullite 1 si le dl de Gii,, est m - 5. 
(iv) Supposons que GJ;,, soit un 3g-circuit. Alors G est 3g- 
independant si le dl de G;,, est m - 4. De plus, G -pq ou 
G - YS est un 3g-circuit si le dl de GE,,; est m - 5. 
(v)Supposons que Gi,; soit un 3g-circuit. Alors G est 3g- 
independant si le dl de GE,, est m - 3. De plus, G est de 3g- 
nullite 1 si le dl de GG,, est m - 4. 
(vi) Supposons que GP,, soit un 3g-circuit. Alors G est 3g- 
independant si le dl de GP,, est m - 2. De plus, G est un 3g- 
circuit si le dl de G,/, est m - 3. 
Demonstration La plupart de ces resultats se deduisent de 
facon triviale de 4.3. Les parties non triviales sont les suivan- 
tes. La deuxieme partie de (ii) : De 4.3, on sait que G est de 
3gnullite 1.11 contient ainsi un seul3g-circuit. Supposons 
qu’il existe une arete XZJ (#pq) de G qui ne soit pas dans ce 
circuit. G-XJ est alors 3g-dependant. Par 4.4, G,,, - XJJ est 
aussi 3g-dependant, ce qui est impossible. Ainsi, XZJ doit ap- 
partenir au circuit. Aussi, si pq n’appartient pas a ce circuit, 
alors G-pq est 3g-dependant. Done, Gz,, - pq est 3gdepen- 
dant, ce qui constitue une contradiction. On en deduit que G 
est un 3g-circuit. 
La deuxieme partie de (iv) : Encore ici, G est de 3g-nul- 
lite 1. G contient done un seul3g-circuit. En utilisant les argu- 
ments du cas precedent, on a que toute arete MJ de G qui ne 
soit nipq, ni KS, doit appartenir a ce circuit. Aussi, ce circuit 
doit contenir au moins l’une des aretes pq ou r-s, autrement 
G -@~,Ys} serait 3g-independant et done G;,k - pq serait 
aussi 3g-dependant. CQED. 
Le theoreme precedent indique qu’il est possible d’obtenir 
des 3g-circuits a partir de graphes 3g-independants. Nous 
allons l’enoncer en un theoreme. 
Theo&me 4.9 Soit G = G,a, b, G, . . .G, un graphe 3g-indepen- 
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(d14, &, &, dzs, G1, &), where dij = $i $ . A 2-extensor ab rep- I I 
( dant de dl= in. MOB, Gpq,m , GE,, , GE,,~ , Gg/, , G,,,,; et G,/,. 
resents a directed line segment from a to b. A set of 2-exten- a sont 3g-dependants s’ils possedent respectivement m - 5, m - 
sors are said to be dependent if they are linearly dependent. 5, m - 4, m - 4, m - 3 et m - 2 3gdegres de libertk. 
The rank of a set of 2-extensors is the cardinal@ of a maxi- 
ma1 independent subset. A linear combination of 2 extensors 
D6monstration Le theoreme est une consequence evidente 
de 4.3. C.Q.F.D. 
is not necessarily a 2-extensor, but a SCIEW centm in general. 
Since a rotation is completely determined when its axis 
Pour conclure cette section, on presente ici une troisieme 
i 
and angular velocity are known, a 2-extensor ab can be used 
methode de construction de circuits s’inspirant de la me- 
to describe a rotation whose axis is the line ab. Since a trans- 
thode de Henneberg. 
lation is a rotation whose axis is the line at infinity, ab de- IllI Theo&me 4.10 Soit G un 3g-circuit rigide et ab E A(G). Sup- 
scribes a translation if a, = b4 = 0. A screw centre S can be ex- posons que I9 soit le graphe obtenu de G en supprimant 
pressed as S = R + T where R = ah is a Zextensor representing l’arete ab et en ajoutant un nouveau sommet 4 qui est lie a a, 
a rotation and T= cd is a 2-extensor representing a translation 1 b et a deux autres sommets quelconques de G. Alors H est 
where the line ab is normal to the plane acd. By the central aussi un 3g-circuit. 
axis theorem, every instantaneous motion S in 3-space is a 
combination of a rotation R and a translation T along the axis 
D6monstration Puisque G satisfait IA(G)1 = 31X(G)I - 5, on a 
of R. So S is represented by the screw centre R + ?I If the 
que IA(H)1 = 3lX(H)I - 5. H est ainsi dependant, Pour tout XIJ 
space is undergoing an instantaneous screw motion S and a 
(# ab) E A(G), G - XJ est independant. Par la construction de 
is a point, we write S(a) as the instantaneous velocity of a. 
Henneberg (3.3), I% XZJ est aussi independant. Aussi, G - ab 
For more details on these please see [3]. 
est independant. Ainsi, G - ab + B est independant ou B est 
Closed sets (flats) of &extensors (lines) of various ranks 
constitue de trois des quatre aretes adjacentes 2 4. Done, Ii 
are described below (see [2]). 
est un 3g-circuit. C.Q.F.D. 
The l-flats, or flats or rank 1 are individual lines. 
Notons que la condition qui veut que G soit rigide est es- 
A 2-flat is either a pair of skew lines or a flat pencil of all 
sentielle ; autrement, H pourrait etre independant. L’exemple 
lines in a plane through a point in that plane, called the cen- 
de la figure 6 illustre ce cas. 
tre of the pencil. 5. Circuits g&diques 
There are four types of 3-flats: 3a. All lines in a plane. Afin d’aborder quelques applications des theoremes gene- 
3b. All lines through a point. 3c. Tne union of two flat pencils raux de la section 4, il est necessaire de definir le concept de 
having a line in common, but lying in distinct planes with structure de panneaux articules [3]. &ant donne deux points, 
distinct centres. 3d. A regulus (one of the two l-parameter a=(cr,,a,,a,,a,) et b=(b,,b,, b3,b4), dans un espace projectif 
families of mutually skew lines on a ruled quadric). tridimensionnel, le Z-extenseur ab est le vecteur 
There are 4 types of rank 4 flats: 4a. All lines in a plane, or (dl4,d2 d d d d ) 0~ d,= 4, 34~ 23, 31, 12 ) I I 
2 2 . Un 2-extenseur ab re- 
through a point on that plane. 4b. All lines which meet two presente un segment de droite oriente allant de a a b. Un 
fixed lines. 4c. The union of a linear l-parameter family of ensemble de Zextenseurs est dit &pendant s ‘il est lineaire- 
flat pencils all of which have a line in common. 4d. A linear ment dependant. Le rang d’un ensemble de 2-extenseurs est 
spread, containing exactly one line through every point in la cardinalite du plus grand sous-ensemble independant. Une 
space. combinaison lineaire de Zextenseurs nest pas necessaire- 
Line complexes are 5-flats. There are two types: 5a. Singu- -extenseur, mais, en general, c’est une vis axiale. 
lar: all lines which meet one fixed line. 5b. Non-singular: a e la connaissance de l’axe et de la vitesse angulaire 
family of lines containing, through every point in space, p se une rotation, on peut utiliser un 2-extenseur hb 
cisely a flat pencil of lines. rire une rotation dont l’axe est la droite ab. 
All lines in space have rank 6. ne translation est une rotation dont l’axe est la droite 
a l’inf@i, ab d&it une translation si a, = b4 = 0. Une vis axiale 
Proposition 5.1 Suppose for the set of 2-extensors A = {a, s&t s’exprimer par S = R + T ou R = ab est UIX 2-extenseur 
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Figure 7 
A set of Zextensors I@,, . . ., a,b,), n 2 6, where 
the ai’s and b,‘s are in general position, has rank 5 
if and only if it has one of these 2 configurations. 
Un ensemble de Z-extenseurs {a,b,, . . ., a,b,}, 
n 2 6, 013 les a, et les b, sont en position g&Wale, 
est de rang 5 si et seulement s’il possede I’une de 
ces deux configurations. 
a,& . . . , an&}, the set of points B = {a,, . . . , an, b,, . . . , bn} , where 
identical points are identified, is algebracally independent, 
i.e., they do not satisfy any algebraic relations. 
Then 
(i) if n > 3, A has rank 3 if and only if there is a point in B 
through which pass all the 2-extensors in A. 
(ii) if n > 4, then A has rank 4 if and only if there is a point 
in B through which pass all but one of the 2-extensors in A. 
(iii) if M > 5, then A has rank 5 if and only if either there is 
one point in B through which pass all but two of the %exten- 
sors in A, or there are two points in B and every 2-extensors 
in A passes through either one of the two points, with at least 
two on each point (see Figure 7). 
Proof The results follow easily from the discussion on the 
rank of 2-extensors. Q.E.D. 
An articulated panel structure is a pair (G,a) where 
G = (YE) is a graph and a is a function which assigns a 2-ex- 
tensors L, to each ordered pair (i, j), where 2/ E E, satisfying 
Lij = -Lj~ . Vertices of G are called panels while edges are 
called hinges. 
An instantaneous flex of the panel structure is an assign- 
ment of a screw centre pi to each panel q such that for each 
hinge 0 pi - ~j = W11 L, for some choice of scalar We. The condi- 
tion says that if the structure has an internal flex, the relative 
flex of two adjacent panels is a rotation about the hinge. (G,a) 
is rigid if all its flexes have a constant screw centre. 
Crap0 @ Whiteley [3] prove the following. 
Proposition 5.2 Given a panel structure which is a single 
cycle of ?? panels and I? hinges, the structure has m degrees of 
freedom if and only if the set of hinges as Zextensors has 
rank 7c - m. 
Recalling construction 1 and 2. Let G = G,a,b,G, . . .Gk 
where each sib, is not necessarily an edge (of G). Then 
G pqh ) GE,~~ ,Gz,;; and GUI, can be considered as articu- 
lated panel structures with {G,, . . . , Gh-} as the set of panels 
and {a&,, . . . . ak-lhksl} as hinges if each Gi is rigid in the re- 
spective structures. Since a joint between two bodies allows 3 
degrees of freedom, the three rotations about the joint, it can 
be regarded as 3 hinges through the joint. Thus GLl/lL’ can also 
be regarded as a panel structure where the joint IA is regarded 
as three hinges through u. We are now ready to construct 
examples of 3g-circuits. 
representant une rotation et T= cd est un 2-extenseur repre- 
sentant une translation ou la droite ab est normale au plan 
acd. Par le theoreme de l’axe central, tout mouvement instan- 
tane S dans un espace tridimensionnel est une combinaison 
d’une rotation R et d’une translation Tie long de l’axe de R. S 
est ainsi represente par la vis axiale R + T Si l’espace subit un 
mouvement de vis instantane S et si a est un point, S(a) desi- 
gnera la vitesse instantane de a. Sur ces points, on trouvera 
plus de details en consultant [3]. 
Passons a la description des ensembles fen&s (variktis 
lin&i~~) de 2-extenseurs (droites) de differents rangs (voir 
PII . 
Les varietes de rang 1 sont des droites individuelles. 
Une variete de rang 2 est soit une paire de droites gau- 
ches, soit un faisceau de toutes les droites d’un plan passant 
par un point de ce plan, appele le centre du faisceau. 
11 y a quatre types de varietes de rang 3 : 3a. Tbutes les 
droites d’un plan. 3b. ?butes les droites passant par un point. 
3c. L’union de deux faisceaux non coplanaires et de centres 
differents mais possedant une droite commune. 3d. Un re- 
gule (l’une des deux familles a un parametre de droites mu- 
tuellement gauches sur une quadrique reglee). 
11 y a quatre types de varietes de rang 4 : 4a. Toutes les 
droites se situant dans un plan ou passant par un point de ce 
plan. 4b. Tbutes les droites concourantes a deux droites don- 
nees. 4c. L’union d’une famille lineaire a un parametre de 
faisceaux ayant tous une droite en commun. 4d. Une diffu- 
sion lineaire, contenant exactement une droite passant par 
chaque point de l’espace. 
Les complexes lineaires sont les varietes de rang 5.11s sont 
de deux types : 5a. Singulier : toutes les droites concourantes 
a une droite donnee. 5b. Non singulier : une famille de droi- 
tes contenant, par chaque point de l’espace, precisement un 
faisceau de droites. 
L’ensemble de toutes les droites de l’espace est de rang 6. 
Proposition 5.1 Supposons que pour l’ensemble des 2-exten- 
seurs A= {a$,, a2b2,..., a,?bn}, l’ensemble des points B = {a,, 
“‘! a,,, bl,-, b,,}, ou les points identiques sont identifies, est 
algebriquement independant, c’est-a-dire qu’ils ne satisfont 
aucune relation algebrique. Alors 
(i) si n > 3, A est de rang 3 si et seulement s’il existe un 
point dans B par lequel passent tous les 2-extenseurs de A. 
(ii) si n > 4, alors A est de rang 4 si et seulement s’il existe 
p=T- Ekample 7: The n buttedfks 
Si chaque par-tie ombragee accompagnee de 
ses deux charnikres associees est un 3g-circuit, 
alors la structure elle-meme est un 3g-circuit 
pourvu que les charnikt-es, en tant que 2-exten- 
seurs, soient de rang 6. Le graphe du bas est un 
exemple, les 6 papillons. 
Let G = G,@,G, . . .G, , where each aibi is not an edge of G and 
each Gi is a complete graph on 5 vertices and n 2 6. Then the 
3g-degree of freedom of G is n - 1. GjTq,; is called a ring of n 
butterflies if the hinges do not have any vertex in common. 
SO the set of hinges { aibi} has rank 6 and the 3gdegree of 
freedom Ggl ; is n - 6 by 5.2. Hence Gpy,;; is a 3g-circuit by 
4.8(ii) (Figure 8). 
More generally, suppose each Gi is a 3g-circuit and the 
hinges in G,;; ~ are realizable as 2-extensors of rank 6. Sup 
pose further the total df of the Gi’S is d. Then df of G is m = 
n - 1+ d. And we can add a set D of d edges to the Gi’S so that 
each of them is 3g-rigid. Let H= G + D. Then the df m’ and rni 
of H and fitJL1lP ,; are n - 1 and n - 6 respectively. Hence the df 
m4 of G,,,i satisfies m, 5 n-6+d, i.e., m-m, 2 5. But m- 
m,= t415by4.5.Som-m4=5andby4.7(iv),G,,, isa3g- 
circuit with n - 6 + d 3g-degrees of freedom. 
Example 2 
Let G = G,a,b,G, . . .G, , where each hinge aibi is not an edge 
and each Gi is a rigid 3g-circuit. Suppose in a generic realiza- 
tion of GPqi, the hinges as Zextensors are of rank 5. Then 
Gz/ y’; is a 3g-circuit. < 
m prove the result we need to establish the following. 
Proposition 5.3 Suppose G= G,abG,cdG, , where a, b, c, d, 
are distinct vertices, and G,, G,, G, are rigid 3g-circuits. Ifpq 
and YS are any two edges of G in G, and G, respectively, then 
pq and YS are implicit in H= G,, ,!’ ,,-{pq,rs} and Ii is 3g-rigid 
(Figure 9). 
Proof G,-{pq,ab}, G,-{ab,cd} and G,-(cd,vsf each has 1 df 
and suppose m,, m, and m,, are their respective non-trivial 
flexes so that m,(u) = 0, m,(a) = m,(a), m,(b) = m,(b), m3(c) = 
m2(c) and m,(d) = m2(d). If m:,(v) + y,,&) + q,(v) = m](u) = 0, I 
where clh, and ca are some rotations about ab and cd respec- 
tively, then m,, m, et yn:, induce a non-trivial flex m of H with 
m(x) = m,(x) if K E V(G,), m(x) = mz(x) + cl&) if x E V(G,) and 
m(x) = m,(x) + s;,~(x) + 7;L1 (x) if x E V(G,). 
On the other hand, if m’ is a non-trivial flex of H, then m’ 
restricted to G,, G, and G:, are flexes of G,--(pq,ab} , G,-{ah, cd} 
and G&d,rs} respectively. Hence all flexes of )II arise in the 
way described above. 
Therefore, for IT to have a non-trivial flex we must have 
m&J) + Y,~(u) + Y,&) = 0. For fixed ab and cd, y,b(u) and y,#) 
Proposition 5.2 &ant donne une structure de panneaux 
formee d’un cycle simple de j? panneaux et J? chamieres, la 
structure possede m degres de liberte si et seul ement si 
l’ensemble des chamieres, en tant que &extenseurs, est de 
rang /? - m. 
Rappelons-nous les construction 1 et 2. Soit G = G,a,b,G, 
. ..Gk ou chaque aib, nest pas necessairement une arete (de 
G). Alors G,,,.,, , G;;, , GJ,cl,)?; et GjTq,;, peuvent &re consideres 
comme des structures de panneaux articules oti (G1, . . . , G,} 
serait l’ensemble des panneaux et (a$,, . . ., aksL bkml > 
l’ensemble des chamieres si chaque Gi est rigide dans les 
structures respectives. Puisqu’un joint entre deux corps so- 
lide admet trois deg-res de liberte, les trois rotations autour du 
joint, on peut le considerer comme trois chamieres passant 
par le joint. Ainsi G,,,,,, peut aussi etre consider& comme une 
structure de panneaux ou le joint u est consid&e comme 
trois chamieres passant par u. Nous sommes maintenant 
nret pour la construction d’exemples de 3g-circuits. 
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un point dans B par lequel passent tous les 2-extenseurs de A 
sauf un. 
(iii) si n > 5, alors A est de rang 5 si et seulement si, soit il 
existe un point dans B par lequel passent tous les deux exten- 
seurs de A sauf deux, soit il existe deux points dans B tels que 
tous les 2-extenseurs de A passent par l’un ou l’autre de ces 
deux points, avec au moins deux 2-extenseurs pour chaque 
point (voir figure 7). 
Demonstration Ces resultats se deduisent facilernent de la 
notion de rang des 2-extenseurs. CQED. 
Une structure de panneaux articul& est un couple 
(Gp), ou G = (X,A) est un graphe et a est une fonction qui 
associe un Zextenseur L, a chaque paire ordonnee (i,~), ou ij 
E A, satisfaisant la relation L, = -L,, . Les sommets de G seront 
les panneaux tandis que ses aretes seront les charni&s. 
Un rnouvement instant-6 d’une structure de panneaux 
est l’assignation d’un centre de vissage pi a chaque panneau q 
de telle sorte que pour chaque chamiere g, Si - sj = WijLij pour 
un certain scalaire Wij . La condition affirme que si la struc- 
ture possede un mouvement inteme, le mouvement relatif 
de deux panneaux adjacents est une rotation autour de la 
chamiere. (G,a) est rigide si tous ses mouvements possedent 
un centre de vissage constant. 
Crap0 et Whiteley [3] ont demontre le resultat suivant. 
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If G,, G2 and G3 are rigid 3g-circuits, then the 
structure will remain rigid even after pq and KS 
have been deleted. 
Si G,, G2 et G3 sont des 3g-circuits rigides, 
alors la structure demeurera rigide meme 
apt-es la suppression de pq et de rs. 
Figure 10 
If G,, . . . . G4 are 3g-rigid circuits, then the struc- 
ture will remain rigid even after pq, TS have been 
deleted. 
Si G,, . . ., G4 sont des circuits 3g-rigides, alors la 
structure demeurera rigide meme apt-es la sup- 
pression de pq et de TS. 
are vectors at v normal to the planes abv and cdv respec- 
tively. Now the vector m,(v) can be altered by changing the 
position of some vertices in G,, we conclude that there is a 
realization of H which is rigid. And so pq and YS are both 3g- 
implicit in H. Q.E.D. 
19 Proposition 5.4 Let G= G,abG,acG,adG, , where a, b, c, d, 
are distinct and G, , . . . , G4 are rigid 3g-circuits. Suppose pq and 
r-s are any edges of G, and G4 respectively. Thenpq and r-s are 
implicit in Ii= G,,f~ -{PW} (Figu= lo>* 
Proof Suppose pq is not implicit in H. Then (by 2.5) a squeeze 
SPs induces unique squeezes Sob via G,, Sac via G,, and Saa via 
G,. Suppose afis not implicit in both G, -{JT~, ab} , and Gd- 
(a~$ rs}. Then SPq induces a unique squeeze S,,-via G, and SMi 
induces a unique squeeze $$via G4. Since one can be altered 
independent of the other, we have Suf S[I! in general. This is 
impossible. So afis either implicit in both H, = G&q, ab) 
and HZ = G4-( ad, rs} or is implicit in one and present in the 
other. Both cases imply (by 4.1) that H,aeH, is dependent, 
i.e., both or one of H,, Hz are 3g-dependent. This leads to a 
contradiction. Hence y34 is implicit in H. Q.E.D. 
We are now ready to prove the result. There are two cases. 
Case (i) G = G,abG2cdG3efG,egG,ehG, , and the structure in 
question is GE/G (F’igum 11). By 5.3, H,,-{pq, ef), where 
H = G,abG,cdG, , is 3g-rigid. Hence ~4 and efare implicit in 
q,e-{P%ef)~ F rom this we conclude that GG,G - XJ, where XJ 
is an edge of G4, G, or G,, has XZJ as an implicit edge. Now 
suppose XY is an edge in G,, G, or G1. If one of pq and efis still 
implicit in Hp,e -@q, ef; XJ} , then clearly XJ is implicit in 
d 
f=e 
hemp/e 7 : Les n papillons 
Soit G = G,a,b,G, . . .G, , oti chaque sib, nest pas une arete de 
G et chaque Gi est un graphe complet sur 5 sommets et n 2 6. 
Alors, le 3gdegre de liberte de G est n - 1. G/G,, est appele 
un anneau de n papillons si les charnieres ne possedent 
aucun sommet commun. Ainsi, l’ensemble des charnieres 
{ aibi} est de rang 6 et le 3gdegre de liberte de Gi;, ,.s est n - 6 
par 5.2. Done, par 4.8(ii), Gi;,; est un 3g-circuit (figulle 8). 
De facon plus generale, supposons que chaque Gi soit un 
3g-circuit et que les charnieres dans GPqik soient realisables 
en tant que 2-extenseurs de rang 6. Supposons de plus que le 
dl total des Gi soit d. Alors le dl de G est egal a m = n - 1 +d. Et 
il est possible d’ajouter un ensemble D de d a&es aux Gi de 
telle sorte que chacun d’eux soit 3g-rigide. Soit H = G + D. 
Alors les dl m’ et rni de H et de lip~,~~ sont egaux a n - 1 et I 
n- 6, respectivement. Le dl m, de GP;,, satisfait done m, I 
n-6+d, c’est-a-dire m-m, 2 5. Mais m-m,=t, I5 par 4.5. 
Ainsi, m - m, = 5 et, par 4.7(iv), GE,, est un 3g-circuit posse- 
dant n -6 + d 3gdegres de liberte. 
hemp/e 2 
Soit G = G,a,b, G, . . . G, , oti chaque charniere a, bi nest pas une 
arete et chaque Gi est un 3g-circuit rigide. Supposons que 
dans une realisation generique de GE,~Q les chamieres consi- 
d&es comme 2-extenseurs soient de rang 5. Alors, GE,, est 
un 3g-circuit. 
Afin de demontrer ce resultat, il est necessaire d’etablir la 
proposition suivante. 
Proposition 5.3 Supposons que G= G,abG,cdG, , oil a, b, c, d 
sont des sommets distincts, et que G,, G,, G3 soient des 3g- 
circuits rigides. Si ~4 et YS sont deux aretes quelconques de G 
respectivement dans G, et G,, alors pq et YS sont implicites 
dans H = G,,,,- {pqp} et H est 3g-rigide (figum 9). 
Demonstration G,-(pq,ab}, G,-(ab,cd} et G,-{cd,vs} posse- 
dent chacun I dl. Supposons que m,, m, et m3 soient leurs 
mouvements non triviaux respectifs tels que m,(u) = 0, 
m,(a) = m,(a), wz,(b) = m,(b), m,(c) = mz(c) et m,(d) = m2(d). Si 
m,(v) + y,b(v) + v,,(v) = m,(u) = 0, ou yub et ca designent certaines 
rotations autour de ab et cd, respectivement, alors m,, m, et 
m3 induisent un mouvement non trivial m de H tel que 
m(x) = m,(x) si x E V(G,), m(x) = m,(x) + y,&) si x E V(G,) et 
m(x) = wz,(x) + T&Y) + Y,&) si x E V(G,). 
D’autre part, si m’ est un mouvement non trivial de H, 
4 
G, 
4= 
Figure 12 A 
If G,, G2, . . ., Gs are rigid 3g-circuits, then the 
structure is a 3g-circuit with 1 degree of freedom. 
Si G, , G2, . . ., G6 sont des 3g-circuits rigides, alors 
la structure est un 3g-circuit possedant 1 degre 
de liberte. 
n 
J 
Figure 11 A 
In 1 la if the shaded part together with its two associated 
hinges are rigid 3g-circuits, then the structure is a 3g-cir- 
cuit with one degree of freedom. 11 b is an example. If one 
of the shaded parts is not rigid, then the resulting structure 
may be 3g-independent. llc is such an example where G, 
is not rigid and the accompanying Henneberg 3-sequence 
shows that it is independent. Here a dot inside a vertex in- 
dicates that it is to be removed and a dotted line indicates 
that the edge has been added. 
En lla, si les parties ombragees accompagnees de leurs 
deux charnieres associees sont des 3g-circuits rigides, 
alors la structure est un 3g-circuit possedant 1 degre de 
libette. 11 b est un exemple. Si I’une des parties ombragees 
nest pas rigide, alors la structure resultante peut etre 3g- 
independante. 1 lc est un exemple ou G, n’est pas rigide et 
la 3-suite de Henneberg associee montre que la structure 
est independante. Ici, un point a I’interieur d’un sommet in- 
dique qu’il doit etre supprime, et une ligne pointillee signi- 
fie que I’arete a ete ajoutee. 
GP+z - xy. On the other hand ifpq and efare not implicit, 
then a squeeze S,YY induces unique squeezes SPq and Scf in 
H-i, -{Pq, ef; XY} * In G&T -MJ, SJnduces a unique squeeze 
S~j via GG, G, and G, . Since we can change one SPLI and Se1 
without changing the other, SC, # SI,y in general. Hence xy is 
implicit. This proves that G~~~~cj is a 3g-circuit. 
Case (ii) G = G,abG,acG,cldG,efC,egG, , and the structure 
in question is GPq,,:,? (Figure 12). This can be proved to be a 
3g-circuit using 5.4 and arguing as above. We omit the details. 
Remark The condition that each G2 is rigid is essential. 
G pq/ KS may be independent if one of the G/s is non-rigid. 
(Figure 11). 
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alors m’ restreint a G,, G, et G, sont des mouvements de 
G,-{pq,ab}, G,-{ a&d} et G,-(cd,rs), respectivement. TIUS 
les mouvements de H surviennent done de la facon d&rite. 
Ainsi, pour que H possede un mouvement non trivial, il 
faut que m,(v) + y,b(u) + ~&J) = 0. Pour ab et cd donnes, Y,~(u) et 
y,&) sont, en v, des vecteurs normaux aux plans abv et cdv, 
respectivement. 11 est possible, maintenant, d’alterer le vec- 
teur m3(v) en modifiant la position de certains sommets dans 
GJ ; on en conclut qu’il existe une realisation rigide de H. Et 
ainsi, pq et YS sont tous deux 3g-implicites dans H. CQED. 
Proposition 5.4 Soit G = G,abG,acG,adG, , oti a, b, c et d sont 
distincts et G,, . . . , Gd sont des 3g-circuits rigides. Supposons 
que pq et r-s soient des a&es quelconques de G, et G4, res- 
pectivement. Alors, pq et YS sont implicites dans H = G,/, - 
{pq,ys> (figu= 19 
Demonstration Supposons que pq ne soit pas implicite dans 
H. Alors (par 2.5), une compression SPq induit d’uniques com- 
pressions Sab via G,, S,, via G,, et Sad via G3. Supposons que af 
ne soit implicite ni dans G,- {pq, ab} , ni dans G4-{ cld, KS}. 
Alors SPq induit une unique compression &via G,, et Sad in- 
duit une unique compression Slj via G4. Puisqu’il est possible 
de modifier l’une de facon independante de l’autre, on a, en 
general, SLIr. # S$, ce qui est impossible. Ainsi, ou bien af est 
implicite a la fois dans HI = G,-{pq, ab} et dans Hz = G4- 
{a~& T-S}, ou bien il est implicite dans Pun et present dans 
l’autre. Dans les deux cas, ceci implique (par 4.1) que H,aeH2 
est dependant, c’est-a-dire, H, ou Hz, ou les deux, sont 3g- 
dependants. Ceci nous mene a une contradiction. Done, pq 
est implicite dans H. C.Q.F.D. 
Nous sommes maintenant pares pour la demonstration du 
resultat. 11 y a deux cas. 
Cas (i) G = G,abG,cdG,efG,egG,ehG, , et la structure en 
question est G,,,, (figure 11). Par 5.3, H,,-{pq, ef), oti H= 
G,abG,cdG, , est 3g-rigide. Done, pq et ef sont implicites dans 
H,,., - (Pq! ef> * 0 n conclut de cela que xy, une arete de G4, de 
G, ou de G6, est une arete implicite de G~q,el -xy. Supposons 
maintenant que xy soit une arete de G,, de G, ou de G, . Si 
l’un de pq ou de ef est encore implicite dans Hp,C -{pq, ef, xy }, 
alors M.J est evidemment implicite dans Gi;,q - xy. D’autre 
part, si pq et ef ne sont pas implicites, alors une compression 
SX9 induit d’uniques compressions SPq et SC!- dans Hp/c - 
{pq, ef; xy}. Dans G;/; - xy, S$nduit une unique compres- 
sion S,, via G4, G, et G, . Puisqu’il est possible de modifier 
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Figure 13 A 
If each shaded pat-t together with its 2 associated 
hinges is a 3g-circuit, then the structure is a 3g- 
circuit 
Si chaque par-tie ombragee accompagnee de ses 
deux charni&es assockes est un 3g-circuit, alors 
la structure est un 3g-circuit 
Example 3 
Let G = G,a,b,G, . . .G, , where each Gi is a 3g-circuit and the 
total 3gdegree of freedom of the G$ is d, and 3c 24. Suppose 
all the hinges of G do not have a vertex in common, then as 
in Example 1 G,,, has k-4 + d 3gdegrees of freedom. But df of 
G is I+ 1 +d. Therefore G,/, is also a 3g-circuit (Figu~ 13). 
barnpIe 4 
Let G = G,a,b,G, . . .Gk, k 2 6, where G, is a rigid 3g-circuit, 
$1 “‘I Gk are 3g-circuits whose total df is d, df of G, is at least 1 
and YS is not an implicit edge of G, . Suppose in a generic re- 
alization of G,,,., the hinges as Zextensors are of rank 6. 
Then df of G,,/, is k-7+d. But df of G is k+d-1. Thus Gpq,,,s i
a 3g-circuit (Figum 14). The result is also true if G, is a non- 
rigid 3g-circuit with pq as an implicit edge. 
P 
Figure 14 A 
If G,, . . ., Gkr k 2 6, are 3g-circuits, G, is rigid and 
TS is not implicit in Gk, then Gpq,rs is a 3g-circuit 
Si G,, . . . . Gkr k 2 6, sont des 3g-circuits, G, est 
rigide et r-s n’est pas implicite dans Gkr alors GPq,.s 
est un 3g-circuit. 
Tune de & et de sL7 sans changer l’autre, on a, en general, 
sL7 # sPq. XZJ est done implicite. Ceci demontre que Gz,q est 
un 3g-circuit. 
Cas (ii) G = G@G2acG,cldGAe~G,egG~, et la structure en 
question est Gg,s (figum 12). On peut montrer que c’est 
bien un 3g-circuit en utilisant 5.4 et en developpant comme 
ci-dessus. On omettra les details. 
Remaque La condition qui veut que chaque Gi soit ri- 
gide est essentielle. GE,, pourrait etre independant si l’un 
des Gi etait non rigide (figure 11). 
Ekempfe 3 
Soit G= G,a,b,G, . . .G, , oti chaque Gi est un 3g-circuit et le 
3gdegre de lriberte total des G, est d, et k 24. Supposons que 
toutes les chamieres de G n’aient pas de sommet commun; 
1 
+ 
2 
Ekample 5 
Suppose G satisfies the same conditions as in example 4 but 
G, can be non-rigid. Then G; ,I’s I is also a circuit (F’igum 15). 
Ekample 6 
Let G = G,a,b,G, . . .G, , k 2 6, where G, , G,, . . . , G, are 3g-circuits 
whose total df is Q. Suppose pq is an edge of G, and YS is im- 
plicit in Gk. If in a generic realization of GF~,, the hinges as 2- 
extensors are of rank 6, then GPq/, is a 3g-circuit (Figum 16). 
Proof In GE,~, pq is 3g-implicit. So as in Example 1, df of 
GE/,, is k- 6 +d. But df of G is k- 1 +d, whence Gpgiys i  3gde- 
pendent with nullity I. To prove that it is a 3g-circuit, con- 
sider XZJ E Gi , i = 1, . . . , k- 1. In GPqim - XZJ, YS and a,&-, are still 
implicit. Hence XJ is implicit in Gilrs -XLJ. Now let uw E Gk 
and consider Gyq,,% - uw. Suppose one of YS and ah--lbk-l is im- 
plicit. Then both must be implicit. So uw 
is also implicit. On the other hand if both 
r-s and a&+-, are not implicit in Gil,3 - 
uw, then they are also not implicit in 
H= G,-{ uw, ak-lbk-l}. So a squeeze &, in 
H will induce unique squeezes Sn- and 
S 
nA-,bk-, l 
But S, will also induce a unique 
squeeze $-,,-, via G, , G,, . . . , Gkml. In gen- 
eral siie,b~e, # % b k-1 L-1 
which is impossible. 
So YS and a,-,bk-l must in fact be implicit 
and this in turn implies that uw is also 
implicit. Q.E.D. 
Ekampie 7 
Let G = G,ab, G,ab,G,cb,G,cb,G,cb,G, , 
where G,, G,, . . . . G, are rigid 3g-circuits. 
Suppose p and 4 are 2 vertices of G6 such 
that G, + { CJP,~~} is a rigid 3g-circuit 
where q andpq are not edges of G, . 
Then G[a/, is a 3g-circuit (Figum 17). 
(Note: ac may possibly be an edge of G3.) 
Proof Clearly df of G,,, is 1 whereas that 
of G is 6. Hence Gz,,, has 3g-nullity 1. TI 
show that G,I,,, is a 3g-circuit, we need to prove that each XY 
is implicit in GA,,!~~ - XJ. Suppose ZJ (# cb5) is an edge of G,, 
Figure 16 A 
If G,, . . . . Gr,, k 2 6, are 3g-circuits where pq is an 
edge of G, and rs is 3g-implicit in Gk, then Gwlrs 
is a 3g-circuit. 
Si G,, . . . . Gk, k 2 6, sont des 3g-circuits oti pq est 
une a&e de G, et rs est 3g-implicite dans Gk, 
alors q.?qlrs est un 3g-circuit 
1 G, , or G, . Then clearlv, ab, and ac (if it’s not alreadv in G) are 
both imblicit in G~Q~ c/ ’- q.;t Then follows easily thit XJ is 
implicit in GaiPq - XZJ. 
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alors, comme dans l’exemple 1, G,:, possede k-4 +d 3g-de- 
gres de liberte. Mais le dl de G est k- 1 +ci. Ainsi, GP,,. est aussi 
un 3g-circuit (figum 13). 
hemp/e 4 
Soit G=G,a,b,G, . . . G, , k 2 6, ou G, est un 3g-circuit rigide, 
G,, “‘F Gk sont des 3g-circuits dont le dl total est d, le dl de G, 
est au moins 1 et YS nest pas une arete implicite de Gk . Sup- 
posons que, dans une realisation generique de GPq/,s, les 
charm&es, en tant que &extenseurs, soient de rang 6. Alors, 
le dl de Gpqiys est egal a &7+d. Mais le dl de G est J?+d-1. 
Ainsi, G*/, est un 3g-circuit (figu~ 14). Le resultat demeure 
vrai si G, est un 3g-circuit non rigide dontpq est une arete 
implicite. 
hemp/e 5 
Supposons que G satisfasse les memes conditions qu’a 
l’exemple 4 mais que G, puisse etre non rigide. Alors GE,~~ est 
aussi un circuit (figulle 15). 
sont de rang 6, alors GE/,~ est un 3g-circuit (figum 16). 
Demonstration Dans G- w,,,s, pq est 3g-implicite. Ainsi, comme 
dans l’exemple 1, le dl de GE/~ est ?F 6+d. Mais le dl de G est 
k- 1 +d, d’ou Gj+? , est 3gdependant de nullite 1 . Pour mon- 
trer que c’est un 3g-circuit, on considere XY E Gi , i = 1, . . . , k- 1. 
Dans GP~,~ -XJ, rs et a,_,&-, demeurent implicites. XJ est 
done implicite dans Gi,, - XY. Soit, maintenant, uw E G, et 
considerons G+, - uw. Supposons que l’une des a&es YS et 
a,&,--, soit implicite. Les deux doivent alors etre implicites. 
Ainsi, uw est aussi implicite. D’autre part, si, a la fois, YS et 
ak_,b,-, ne sont pas implicites dans GE,,- uw, alors elles ne 
sont pas non plus implicites dans H = Gk-{ uw, a&,-, } . Ainsi, 
une compression SLllL, dans H induira d’uniques compressions 
%s et %_,bl_, * 
Mais S, induira aussi une unique compression 
sr:,_,b,-, via G,, G,, . . . . Gksl . En general, on aurait sLk-,bl-, # Slli-lbA-, , 
ce qui est impossible. Ainsi, KS et akmlbkSl doivent en fait ktre 
implicites et ceci, en retour, implique que uw est aussi impli- 
cite. CQED. 
Ekemple 6 
Soit G= GlalblG2 . . .G,, k 2 6, oti G,, G,, . . . . G, sont des 3g-cir- 
cuits dont le dl total est d. Supposons que pq soit une arete de 
G, et que YS soit implicite dans Gk . Si, dans une realisation 
generique de Gi/, , les chamieres, en tant que 2-extenseurs, I 
45 
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i 46 ; Suppose xy (# Ch5) is an edge of G,, G4, or G5. We claim that 
ac (if it’s not already an edge of G) is implicit in G&i,, - XZJ. 
Suppose not then there is squeeze between a and c. This will 
result in a unique squeeze SPcj between p and 4 (via GJ and a 
unique squeeze S& between a and b, via G, . The squeezes SPq 
and Sab, will then induce respectively unique squeezes SL117 
(via G,) and Sib (via G,) between a and b, . Clearly Sab and Sib 
are not equal in general. Hence ac is implicit in G,,.,d - q. 
1 
As a result, ab,, ab, are both implicit in G,,, - xy. This 
implies that XY is implicit in GA,, - XZJ. 
Now consider the case where w = cb, . Suppose cb, is not 
implicit in G,,M - cb,. Then there is a non-zero squeeze Scb 
’ between c and b,. If ac is implicit (in Ga,p4 - cb5), then Scb- 
induces a unique squeeze S& via G, and a unique squeeze Sh 
via G,, G,, ’ * ‘1 G, . In general $(a # SILl which is impossible. So 
6 
Figure 17 A 
If G,, . . . . G5, G6 + {cp, pq} are rigid 3g-circuits. 
Then %,pq is also a 3g-circuit 
Si G,, . . . . G5, Gs + {cp, ~9) sont des 3g-circuits 
rigides, alors G,,,, est aussi un 3g-circuit 
G, 
b 
J 
Figure 18 A 
If G2, . . . . G6 are rigid 3g-circuits, then Gwlrs is a 
3g-circuit 
Si G2, . . . . G, sont des 3g-circuits rigides, alors 
G pq,rS est un 3g-circuit 
hemp/e 7 
Soit G = G,ab, G,ab,G,,cb,G,cb,G,cb,G, , oti G,, G,, . . . , G, sont 
des 3g-circuits rigides. Soient p et 4 deux sommets de G6 tels 
que G6 + (cp,pq} est un 3g-circuit rigide ou cp et pq ne sont 
pas des aretes de G, . Alors GA/~~ est un 3g-circuit (figure 17). 
(Note : ac peut eventuellement etre une arete de Gs.) 
Demonstration De facon evidente, le dl de Glai,, est 1 alors 
que celui de G est 6. Done, G,,,, est de 3g-nullite 1. Afin de 
montrer que Gcd/pq est un 3g-circuit, il est necessaire de de- 
montrer que chaque q est implicite dans Ga,Pq - XZJ. Soit xy 
(# cb,) une arete de G6, de G, ou de G, . Alors, de facon Claire, 
ab, et ac (si elles n’appartiennent pas deja a G) sont toutes 
deux implicites dans G,,, - g. 11 s’ensuit facilement que g 
est implicite dans GLa,,, - xy. 
Supposons que XZJ (# cb,) soit une arete de G,, de G, ou 
de G,. Nous affirmons que ac (si ce nest pas deja une a&e 
de G) est implicite dans G,,/, - JJ. Supposons maintenant 
qu’il existe une compression entre a et c. Ceci resultera en 
une unique compression SPq entre p et 4 (via G,) et une uni- 
que compression Srtb entre a et b, via G,. Les compressions 
SPq et Sab induiront alors d’uniques compressions SGb (via G,) 
et S& (via GJ, respectivement, entre a et b,. De facdn Claire, 
Sab et Sib ne sont pas, en general, egales. Done, ac est impli- 
cite dans Gz~* - xy. 
Comme resultat, on a que ab, et ab, sont tous deux impli- 
cites dans GdiPg - xy. Ceci implique que XZJ est implicite dans 
Considerons maintenant le cas ou XJ = cb, . Supposons que 
cb, ne soit pas implicite dans Gz,~~ - cb, . I1 existe alors une 
compression non nulle Scb- entre c et b, . Si ac est implicite 
cdans G,,a/pq - cb5), alors Scb induit une unique compression 
Sud via G, et une unique compression SL via G,, G4, . . ., G, . En 
general, & # SL1, ce qui est impossible. Ainsi, ac nest pas 
implicite. Dans ce cas, Scb- induit une unique compression SN: 
via G,, G4 et G, , et une unique compression Sti via G5, G,, . . ., 
G, . Aussi, S, et Scb .i induisent ensemble une unique compres- 
sion SL via G, parce que le dl de G, - cb, est 2. Encore, en 
general, S,, # SC> . cb, doit ainsi etre implicite. C.QJ’.D. 
Ekemple 8 
Soit G = GlabG2cdG,ceG,cfG,cgG6, oti G,, . . ., G6 sont des 3g- 
circuits rigides et G, =K, , le graphe complet sur quatre som- 
mets. Alors, G,,, est un 3g-circuit si la chamiere pq ne pos- 
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Figure 19 A 
If G2, G3 are 3g-circuits and G,, G4 + {aq} are rigid 
3g-circuits, then Gp,q is a 3g-circuit 
Si G2, G3 sont des 3g-circuits et G,, G4 + {aq} sont 
des 3g-circuits rigides, alors Gp,q est un 3g-circuit 
ac is not implicit. In this case Scb- induces a unique squeeze 
Sac via G,, G4 and G, , and a unique squeeze Sti via G,, G4, . . ., 
G, . Also Sclc and Sch together induce a unique squeeze SL1 via 
G6 because df of Gi- cb, is 2. Again Slti # SL in general. So cb, 
must be implicit. Q.E.D. 
Example 8 
Let G = G,abG,cdG,ceG4cfG5cgG6 , where G,, . . . , G, are rigid 3g- 
circuits and G, =K, , the complete graph on 4 vertices. Then 
Gw,, is a 3g-circuit if the hinge pq has no vertex in common 
with the other 5 hinges (Figum 18). 
Proof Since G, - cg is 3g-rigid, we may assume that both YC 
and SC are edges. Let H= G,abG, + (PC, 4~). We shall prove that 
H-q, where xy is any edge in G,, is 3g-rigid. It is easy to see 
that H-xy can be constructed from GZ - xy by first adding a 3- 
valent vertex 4 and then a 4-valent vertexp and deleting the 
edge ah. So the Mgidity of H - xy follows from 3.3. 
T& complete the proof we need to show that xy is implicit 
in Gz/, - ZJ for each edge PXJ. Since H- cd is 3g-rigid, cd is 
implicit in Gf,,,, - xy if xy is an edge of G,, G,, G5 or 
G, -(TX, YC, SC}. This implies that xy is implicit in G;, g - xy. 
Next suppose that PZJ is an edge of G,. Then cd is implicit 
in GPY/; - xy. Since H- XJ is 3g-rigid, xy is implicit in H- xy 
and therefore in Gz, 6 - XJ. 
If xy is an edge of G,-pq, then cd is implicit in Gi+, - xy. , 
So ac, and bc and ab are also implicit. This in turn implies 
that xy is implicit because there is a &. 
Finally, suppose XJ is one ofpq, SC and rc. Then a squeeze 
Ssll induces a unique squeeze Sea in H-{xy, cd}. The squeeze 
also induces uniquely a squeeze S& via G,, G5, G4 and G3. 
Since one can be changed independently of the other SC, # Sid 
and there is no squeeze between x and y. Thus M.J is also im- 
plicit. Q.E.D. 
Remark This example can be generalized. If G, is re- 
placed by a graph satisfying G, + {PC, qc, ac, bc} is a rigid 3g- 
circuit, then GP4, I’s is again a 3g-circuit. 
Example 9 
Let G = G,abG,acG3adG4 , where G, , G,, G, are 3g-circuits 
whose total df isf Suppose q is not an edge of G4. Also G, 
and G4 + q are rigid 3g-circuit. Then G1l/y is a 3g-circuit with 
f+l df(Figure 19). 
sede aucun sommet en commun avec les cinq autres char- 
nieres (figure 18). 
D6monstmtion Puisque G, - cg est 3g-rigide, on peut supposer 
que YC et SC sont tous deux des a&es. Soit H = G,abG, + {pc, qc}. 
Nous demontrerons que H-q, ou q est une a&e quelcon- 
que de G,, est 3g-rigide. I1 est facile de voir qu’on peut cons- 
truire H-q a partir de G, - XJ en ajoutant d’abord un sommet 
4 de degre 3, puis un sommetp de degre 4, et en supprimant 
l’arete ab. La 3g-rigidite de H-xy se deduit ainsi de 3.3. 
Pour completer la preuve, il est necessaire de montrer que xy 
est implicite dans G,,, - q, quelle que soit Par&e q. Puis- 
que H- cd est 3g-rigide, cd est implicite dans G~G,~~ -xy si xy 
est une arete de G,, de G4, de G, ou de G, -{ YS, YC, SC}. Ceci 
implique que xy est implicite dans GITqi EF - my. 
Supposons maintenant que PZJ soit une arete de G, . cd est 
alors implicite dans Gi/; - MJ. Puisque H- xy est 3g-rigide, XJ 
est implicite dans H- XJ et ainsi dans GE,, - XZJ- 
Si xy est une arete de G,-pq, alors cd est implicite dans 
GE/ rs I -q. Ainsi, CIC, bc et ab sont aussi implicites. Ceci impli- 
que, en retour, que q est implicite, car il existe un K, . 
Supposons enfin que MJ soit l’une des a&es yq, SC ou rc. 
~lors, une compression SXt/ induit une unique compression 
S,1 dans H-(xy, cd }. La compression indu it egalement de 
faGon unique une compression S6> via G6, G,, G4 et G,. 
Puisqu’il est possible de modifier l’une de faGon indepen- 
dante de l’autre, on a Sti # SA et il n’existe pas de compression 
entre x et y. Ainsi, xy est aussi implicite. C.QED. 
Remaque On peut generaliser cet exemple. Si on rem- 
place le graphe G, par un graphe verifiant la condition que 
G, + {PC, qc, QC, bc} soit un 3g-circuit rigide, alors G,,, est en- 
core un 3g-circuit. 
Exemple 9 
Soit G = G,abG,acG,adC, , ou G,, G,, G, sont des 3gcircuits 
dont le dl total est fi Supposons que q ne soit pas une arete 
de G4. G, et G4 + q sont egalement des 3g-circuits rigides. 
Alors, GP/s est un 3g-circuit possedant f +l dl (figure 19). 
Demonstration De faGon Claire, le dl de G est 3 t f et celui de 
G,,., est 1+ f. Puisque G est independant, GP,y est de 3g-nullite 
1 (par 4.3). Soit xy une arete de GPi4 ; il s’agit de demontrer 
que xy est implicite dans G/l!9 - MJ. Supposons, tout d’abord, 
que xy soit dans G,, G:, ou d,. Alors, ah et ap sont tous deux 
implicites dans G, - ab, et done dans GP/4 - XJ. xy est ainsi 
On generically 
dependent bar frameworks 
in space 
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Proof Clearly the df of G is 3 + f and that of GP,q is 1+ f. Since 
G is independent, so the 3g-nullity of GP,4 is 1 (by 4.3). Let XY 
be an edge of GP,g, we have to prove that XJ is implicit in 
G P/4 - XY. First suppose XY is in G,, G, or GA. Then ab and ap 
are both implicit in G, - ab, and hence in GP,y - XJ. Therefore 
w is also implicit. 
Next suppose that XY is in G, . If q is not implicit in 
G P/4 - XZJ, then it is not implicit in G, -(ab, q} . So a squeeze SXY 
induces unique squeezes Sab and SclP in G, -{ ab, XIJ} . Sab in turn 
induces a unique squeeze S&, via G,, G3, G4. But Sap # S& in 
general which is impossible. So xy must be implicit. QED. 
These 9 examples illustrate the ways in which the results 
in Section 4 can be used to construct 3g-circuits. Many more 
examples can be constructed but we leave the joy of doing it 
to the readers. 
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